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Theory of structures of Golomb Costas arrays with 1-gap row and 1-gap column was established with the study 

of the properties and mathematical models of Golomb Costas arrays and their families which are obtained by the cyclic 

shift method. By conducting a number of researches on     algebraic constructions and the auto- and cross-correlation 

properties of Golomb Costas arrays with 1-gap row and 1-gap column, certain theorems were confirmed. The design of 

frequency hopping codes and the distribution of them to the users were illustrated while the design of frequency hopping 

patterns was explored in OFDM system with Golomb Costas arrays with 1-gap row and 1-gap column. By designing fre-

quency hopping codes with Golomb Costas ayrays with 1-gap row and 1-gap column, an algebraically constructed fre-

quency hop code family can achieve ideal auto-correlation properties. And excellent cross-correlation performance can be 

obtained when the Doppler shifts are restricted in a w   less communication system.
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研究了用循环移位法获得的 序列族的特性，建立了含有一个间隙行和一个间隙列的

序列的结构理论，深入研究了含有一个间隙行和一个间隙列的 序列的代数结构、构造方法

和自（互）相关特性，并证明了相关的定理。探索了用含有一个间隙行和一个间隙列的 序列设计

系统中跳频图样的方法，举例说明了如何设计跳频码和怎样将跳频码分配给 系统中的用户。用含

有一个间隙行和一个间隙列的 序列设计跳频码能获得理想的自相关特性，并且当无线通信系统中

多普勒频移受限时能获得极佳的互相关性能。

序列；互相关函数；循环移位；正交频分复用；跳频图样

由于无线传播存在传播时延和多普勒频移

（ ），会破坏 系统子载波间的正

交性，产生子载波间的严重干扰。在不考虑多普勒

频移时，通常采用在 符号前加入循环前缀

的方法消除因时延产生的子载波间的

干扰 ，此时每个用户的频率是固定不变的。当多

普勒频移不能忽略时，用户就需要按预定的跳频图

样进行跳频躲避干扰 ，通过合理设计 系

统的跳频图样，以获取理想的自相关性能（自相关

函数副瓣的最大值为 ）和最低的互相关性能（互

相关函数的最大值为 ）。

用跳频的方法可以同时减小或消除因时延和

；
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多普勒频移产生的用户间的干扰，此时每个用户的

频率就不再是固定不变的。在以往的小区制蜂窝移

动通信中，每个用户的频率是固定不变的，同一个

区群内各小区用户的频率不同，采用同频复用的方

法提高系统容量和频率资源的利用率，采用这种方

法由于每个用户的频率是固定不变的，所以用户之

间一旦产生干扰将无法躲避。在 系统中，用

户采用跳频，如果产生干扰，最多只有一个时隙。

设计 系统各小区内用户的跳频图样是第四

代移动通信系统采用 技术的关键。

文献 介绍了一种基于 序列的跳

频图样的设计方法，但自相关与互相关都不能达到

最佳。本文在研究 序列的代数结构

与特性的基础上，介绍了一种基于

序列的带有一个间隙行和一个间隙列的序列族的

结构，研究用循环移位 法获得的

序列族的特性和数学模型，并研究

用这种序列族设计同时具有理想的自相关与互相

关性能的 系统的跳频图样方法。

序列具有理想的自相关特性 ，在时频

平面上， 序列具有二维的结构 ，可以看作

特殊的时频码 。 年，

构造出了基于有限域理论 的

序列和 序列 。

设有限域 ， 为素数， ∈ 。 、

为 的本原元，序列 为 阶置换矩阵，

则序列 为 序列的充要条件是序列

的放置函数为
≤ ≤

式 表示，当序列 的单元格的坐标

满足式 时，在该单元格放置“ ”。

≤ ≤

当 ，即 时，式 和式 是指模 同余，

用符号“ ”表示；当 时，式 和式 是

指模 同余，用符号“ ”表示， 为

上的任一个 次不可约多项式。在下面的讨论中，在

不引起混淆时，为简便起见，模 同余“ ”

或模 同余“ ”均用等号“ ”表示。

当 ≤ ≤ ， ≤ ≤ 时，式 一定

成立。因为 为 的本原元，所以对于给定的

≤ ≤ ， 表示 内的非零元素，又

，所以 。因此， 。而 为本原

元，所以一定存在唯一 ≤ ≤ ，使

，即 。

对于有限域 ∈

， ，取

为 上的 次不可约多项式，

， 为欧拉 函数 ，表示小

于 并与 互素的正整数的个数，所以有限域

共有 个本原元，分别为：、 、 、 、 、

，其中， 和 ， 和 ， 和

分别是 对互逆的本原元。本原元的各次幂和本原

元之间的关系如表 所示。

图 为 序列，其放置函数

为 ≤ ≤ ；图

为 序列 ，其放置函数为

≤ ≤ ；图 为
序列，其放置函数为

≤ ≤ ；图 为 序
列，其放置函数为 ， ≤

≤ 。图 、图 、图 分别为序列 和

、序列 和 、序列 和 的互相关函数。

本原元 本原元的各次幂
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序列在水平方向和垂直方向都

以 为循环周期 。

序列是 序列，因为

序列在水平方向和垂直方向都以

为循环周期，所以 序列在水平

方向的循环移位含有一个间隙列，在垂直方向的循

环移位含有一个间隙行。

根据 序列在水平方向和垂直方

向都以 为循环周期的双周期特性，利用

序列在水平方向的循环移位可以构造出带有

一个间隙列的 序列；利用

序列在垂直方向的循环移位可以构造出带有一个间

隙行的 序列；利用 序列在

水平方向和在垂直方向的循环移位可以构造出带有

一个间隙列和一个间隙行的 序列。

设 为 的本原元，为 的非零元，

是带有一个“空”列的 序列，序列

的放置函数为

≤ ≤

若设序列 的单元格的坐标为 ，则当

时，在该单元格放置“ ”。注意：若 ，

则序列 的第 列为“空”。

式 表示的 序列可以看作由式

表示的 阶 序列在水平方向作含

有一个间隙列的循环移位得到的。

设 ，因为 ，所

以有限域 共有 个本原元，又因为 的最小

原根是 ，所以 的本原元为 ，

，注意： 和 为一对互逆的本原元。

图 表示出了 序列在水平方向

作含有一个间隙列的循环移位。序列 的放置函数

为 ≤ ≤ ；序列 的放

置函数为 ≤ ≤ ；序

列 的放置函数为 ≤

≤ ；序列 的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放

置函数为 ≤ ≤ 。

设 、 为 的本原元， 为整数， ≤ ，

是带有一个“空”行的 序列，序列

的放置函数为

≤ ≤

若设序列 的单元格的坐标为 ，则当

时，在该单元格放置“ ”。注意：若 ，

则序列 的第 行为“空”。

式 表示的 序列可以看作由式

表示的 阶 序列在垂直方向做含

图 序列的互相关函数
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有一个间隙行的循环移位得到的。当 时，为向

上循环移位；当 时，为向下循环移位。

序列在垂直方向作含有一个间

隙行的循环移位如图 所示。序列 的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放置

函数为 ≤ ≤ ；序列

的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放置函数为

≤ ≤ ；序列 的放

置函数为 ≤ ≤ 。

设 为 的本原元，为 的非零元，

为整数， ≤ ， 是带有一个“空”行和一

个“空”列的 阶序列，序列 的放置函数为

图 序列在水平方向上含有一个间隙列的循环移位

图 序列在垂直方向上含有一个间隙行的循环移位

4       34
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≤ ≤

若设序列 的单元格的坐标为 ，则当

时，在该单元格放置“ ”。注意：若 ，

则序列 的第 列为“空”； 若 ，则序列

的第 行为“空”。

式 表示的 阶序列可以看作由式 表示

的 阶 序列先在水平方向做含有

一个间隙列的循环移位得到式 表示的

序列，再由该序列在垂直方向做含有一个间隙行的

循环移位得到的。

图 中 序列 的放置函数为：

≤ ≤ ， 先在水平方

向向左循环移 列得到序列 ， 再在垂直方向向

上移 行得到序列 。

式 表示的 阶序列也可以看作由式 表

示的 阶 序列先在垂直方向做含

有一个间隙行的循环移位得到式 表示的

序列，再由该序列在水平方向做含有一

个间隙列的循环移位得到的。

图 中 序列 的放置函数为

≤ ≤ ， 先在垂直方

向向上移 行得到序列 ， 再在水平方向向左循

环移 列得到序列 。

比较图 和图 可以发现，图 中的序列

和图 中的序列 是相同的，由此可知，

序列先在水平方向循环移位、然后再在垂直

方向循环移位所得到的序列与先在垂直方向循环

移位、然后再在水平方向循环移位所得到的序列是

相同的，也就是说 序列在水平方向

和在垂直方向的循环移位是相互独立的。

序列的相关函数包括自相关函数

和互相关函数 ，利用 个序列的差值函数 ，

可以研究序列的互相关特性。

设有限域 （ ， 为素数， ∈ ，

为整数， ≤ ， ≤ ，不失一般性，在后面

的讨论中假设 为大于或等于零的整数。设

为 的本原元， 为 的非零元，且

≤ ≤

≤ ≤

设 和 是 个都带有一个“空”行和一个“空”

列的 阶序列，它们对应的放置函数分别为

图 序列先在水平方向，后在垂直方向的循环移位

图 序列先在垂直方向，后在水平方向的循环移位
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≤ ≤

≤ ≤

和 的差值函数为

式 中， ≤ ， ≤ 。令 ，

并设 ，得

注意到 ，由式 可知：当

时，对应于该 值，序列 和 产生一

个“ ”单元格重合 。由此可得

即

将 代入式 ，得

令 ，式 变为

即

令 ，则 表示系数

和变量均为 中元素的多项式。

根据费马定理 ，即

可以得到

设 ≤ ≤ ， ≤ ≤ ，且 ，

则 。此时，方程 在 内最

多只有 个解，因此序列 和 序列的互
相关函数 ≤ 。

对于 和 的其他取值，考虑到式 ，方程

左边多项式 的实际次数会有所变化，需要

针对具体情况进行分析。

因为当 是本原元时， 也是本原元 。所

以取 ，即： ，此时

方程 变为

式 两边同时乘以 ，得

由式 ，得 ，代入式 ，得

经整理后，得

如果 ，式 变为

方程 在 中只有 个解。

如果 ，式 变为

方程 在 中最多只有 个解。

综上所述，这 个 序列互相关

函数的最大值不大于 ，所以有如下的结论。

设 为 的本原元，

为 的非零元， 为整数， ≤ ， ≤ ，

则含有一个间隙行和一个间隙列的 序

列： 和 的互相

关函数的最大值不大于 。

设 为 的本原元，则不

含有间隙行和间隙列的 阶 序列：

和 的互相关函数的

最大值不大于 。

文献 指出，当 时，任何 个 阶

序列（不含有间隙行和间隙列）的自模糊

函数至少有一个公共的副瓣，即至少有一个副瓣

的位置是相同的。这个结论的等效含义是：当

时，任何 个 阶 序列的互相关函数

的最大值不小于 ，因此，由推论 可知这

个同阶的 序列互相关函数的最

大值为 。

对于有限域 ∈

， ，取

为 上的 次不可约多项式，

，所以有限域 共有 个本原元，它们

是： ，其中， 和 ，

和 分别是 对互逆的本原元。设 ，

，本原元的各次幂和本原元之间的关

系如表 所示。
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图 中的 为 序列，其放置

函数为 ≤ ≤ ；图

中的 为 序列，其放置函数为

≤ ≤ ；图 为序列

和 的互相关函数。由图 可知，这 个

序列互相关函数的最大值为 。

图 由互逆元生成的 序列的互相关函数

设 ，即： ，此时式 变为

式 在 中可能存在多解的条件是

设 ， 、 为正整数， ≤ ， 为正

整数， 。则由式 中的方程 ，可得

因为 ，所以方程 的解为

式 中 为整数。当 时，在

中方程 最多只有 个解。因为 ≤ 、

，所以式 中 的取值为： ≥ 和

， ≥

≥ 。因此，有如下结论。

当时延 满足 ≤ 时， 个含有一

个间隙行和一个间隙列的 序列族

、 、⋯、

， ∈ , ≤ ⋯ 中

任意 个序列族的互相关函数的值不超过 。

如果将这些序列同时逆时针（或顺时针）旋转

，水平方向仍然表示时间，垂直方向仍然表示频

率，则当多普勒频移 满足 ≤ 时，任意 个

序列的互相关函数最大值为 。

当时延 满足 ≤ 时， 个含有一

个间隙列的 序列 、

、⋯、 中

任意 个序列的互相关函数的值不大于 。

图 的放置函数为

， ≤ ≤ ；图 的放置函数为

≤ ≤ ；图 的放置

函数为 ≤ ≤ ；图

的放置函数为

≤ ≤ 。 、 为有限域 的本原元 见表 ，

为 上的 次不可约多项式。图

、图 分别为序列 和 、序列 和 的互

相关函数。由图 可知，当时延 ≤ 时，

个含有一个间隙行和一个间隙列的序列 和 互

相关函数的值不大于 。由图 可知，当时延

≤ 时， 个含有一个间隙列的序列 和

互相关函数的值不大于 。

设 ， 、 为正整数， ≤ ，

为正整数， 。则式 中的方程 的解为

7 Golomb Costas OFDM 7
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式 中 为整数。当 时，在

中方程 最多只有 个解。因为 ≤ 、

，所以式 中 的取值为

≥ 和 ， ≥

≥ 。因此，有如下结论。

当多普勒频率 满足 ≤ 时，

个含有一个间隙行和一个间隙列的 序列

族 、 、⋯、
， ∈

≤ ⋯ 中任意 个序列族的互相关函数

的值不超过 。

由定理 可得到如下的推论。

当多普勒频率 时， 个含有一

个 间隙 行和 一个 间隙 列的 序 列

⋯ ⋯

中任意 个序列的互相关函数的值不超过 。

如果将这些序列同时逆时针（或顺时针）旋转

，水平方向仍然表示时延，垂直方向仍然表示多

普勒频率，则当时延 时，任意 个序列的互相

关函数的值不超过 。

当多普勒频率 时， 个含有一

个间隙行的 序列

⋯ ⋯ 中任意 个序列的互相关

函数的值不超过 。

图 的放置函数为

≤ ≤ ；图 的放置函数为

≤ ≤ ；图 的放置

函数为 ≤ ≤ ；图

的放置函数为

≤ ≤ 。 、 为有限域 的本原元 见表 ，

为 上的 次不可约多项式。图

、图 分别为序列 和 、序列 和 的

互相关函数。由图 可知，当多普勒频率 时，

个含有一个间隙行和一个间隙列的序列 和

互相关函数的值不大于 。由图 可知，当多普

勒频率 时， 个含有一个间隙行的序列 和

互相关函数的值不大于 。

若 ，则 ，此时 ，

和 的互相关函数即为 （或 ）的自相关函

数。式 变为

方程 在 中可能存在多解的条件是

所以当 、 不同时为 时，方程 在

图 序列循环移位后序列族的互相关函数
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中最多只有 个解，因此有下面的结论。

个含有一个间隙行和一个间隙列

的 序列 ⋯

⋯ 中每个序列自相关函数副瓣的

最大值为 。

由定理 可得到如下的推论。

不含有间隙行和间隙列的 阶

序列 ⋯ 自

相关函数副瓣的最大值为 。

个含有一个间隙行的

序列 ⋯ ⋯

中每个序列自相关函数副瓣的最大值为 。

个含有一个间隙列的

序列 ⋯ ⋯

中每个序列自相关函数副瓣的最大值为 。

图 为 序列，其放置函数

为 ≤ ≤ ；图 为

含有一个间隙列的 序列，其放置函

数为 ≤ ≤ ；图

为含有一个间隙行的 序列，其放置

函数为 ≤ ≤ ；图

为含有一个间隙行和一个间隙列的

序列，其放置函数为

≤ ≤ 。图 、图 、图 和图

分别为序列 、 、 和 的自相关函数。由图

可知，各个序列自相关函数副瓣的最大值为 。

小区制移动通信系统的概念在 移动通

信系统中仍然有效，只不过在频分复用系统中给用

户分配的是频率，而在 系统中给用户分配的

是跳频图样，根据用户数据速率的大小，一个用户

可以使用多个跳频图样。

原来同频复用的概念在 系统中变为同

“跳频图样”复用， 个用户距离超过同频保护距

离，可以使用同一个跳频图样。

序列具有理想的自相关特性，可以通过

合理设计 序列的码组图样获得良好的互相关

函数特性，减小用户之间的干扰。理想的互相关函

数特性可表示为

≤ ≤ ≤

式 中 表示 个 阶 序列

和 的互相关函数。能不能设计出互相关函数

符合式 条件的 码呢？文献 、 指

出：当 时，任何 个 阶 序列的互相关

函数的最大值不小于 。那么，能不能设计出 个

阶 序列 和 ，使其互相关函数符合式

图 序列循环移位后的互相关函数
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或式 的条件？

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤

式 中 ≤ ，式 中 ≤ 。由定

理 和文献 可知，这样的序列是可以设计出来

的。在移动通信中用户的运动速度是有限的，可以

根据 系统的最大多普勒频移，利用对

序列循环移位获得含有一个间隙行

和一个间隙列的序列族设计跳频码，使跳频码的互

相关性能满足式 要求。例如：设信号波长为

频率为 ，接收机向发射机靠近，相对

的径向速度为 ，则多普勒频移

，针对实际系统中可能出现的最大

多普勒频移 ，可以根据 ≤ ，确定 为

正整数 和频隙 。

设一个区群包含 个小区，可以找一个正整数

和一个正整数 ， 为素数， ∈ ，使下式成立

≤

式 中 对应 系统中每个小区中的

最大用户数， 对应每个时间帧的时隙数。设 、

为 的本原元，作 序列 ：

、 ： 、⋯、 ：

。序列 、 、⋯、 是序

列 在水平方向分别向左循环移位 列、 列、⋯、

列后所得到的含有一个间隙列的序列。因为

实际系统中是多普勒频移受限的，因此，需要将这

些序列逆时针旋转 ，旋转后的序列即为小区 、

、⋯、 的跳频图样。由定理 可知，当多普勒频

移满足 ≤ 时，任意 个小区间用户的互相关

函数的值不超过 。

序列 ⋯ 在垂直方向做含有一个间隙

行的循环移位后的放置函数可表示为

在式 中，对一个给定的 ，当 取 ，，，⋯，

时，可得到 个序列，将这些序列逆时针旋

转 ，就是第 个小区内的 个用户的跳频序

列。由推论 可知，当时延 （注意：对逆时针

旋转 后序列的互相关函数的时延变量 的限制

对应于对旋转前序列的互相关函数的多普勒频移

变量 的限制）时，同一个小区内的任意 个序列

的互相关函数的值不超过 。在小区制跳频系统中，

设计小区的大小，使同一小区内用户的最大时延（

时延对应 距离）小于 个时隙，即 ，

由推论 可知同一个小区内用户不会产生干扰，此

处不考虑用户发射信号除直达径以外的多径传播

对本小区内其他用户产生的干扰。

每个小区中各个用户的跳频图样为

序列在水平方向和垂直方向循环移位后得到

图 序列循环移位后的自相关函数
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的含有一个间隙列和一个间隙行的序列，由定理

可知，所有跳频图样都具有理想的自相关特性。

由于对序列在垂直方向向上的循环移位，相当

于对逆时针旋转 后的序列在水平方向向左的循

环移位，而在设计小区的跳频图样时，已经对序列

逆时针旋转了 ，所以第 个小区内 个用户

的跳频码可以对第 个小区的跳频图样在水平方向

向左作含有一个间隙列的循环移位得到。

下面，通过一个具体的例子来说明 系统

中跳频图样的设计方法。

设 ，有限域 共有

个本原元，分别为 、 、 、 ，其中， 和 是

一对互逆的本原元； 和 是另一对互逆的本原元，

设 ， 。为满足式 ，取 ， ，即

系统每个区群含有 个小区，每个小区最大用户数

为 ，假设每帧含有 个时隙。

图 、图 和图 分别为 个小区间

的跳频图样，由图可知， 个小区间的跳频图样分

别由序列 ： 、 ：

和 ： 作逆时针旋转

得到的， 和 分别是 在水平方向向左循

环移 列和 列后得到的含有一个间隙列的

序列。
图 给出了小区 内 个用户的 帧 个时

隙的跳频图样，由图可知小区 内每个用户的跳频

图样为小区 的跳频图样在水平方向向左作含有一

个间隙列的循环移位得到。

表 表 分别给出了小区 、小区 和小区

内每个用户的子载波频率分配情况，频率 表示不

发射信号，打 的小方格表示在对应的时隙相应

频
率

小区 中子载波的分配

第 帧 第 帧 第 帧 第 帧

图 小区的跳频图样
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频
率

小区 中子载波的分配

第 帧 第 帧 第 帧 第 帧
频
率

小区 中子载波的分配

第 帧 第 帧 第 帧 第 帧

图 小区 内 个用户的跳频图样
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频率闲置。注意：表中的数字（用户编号）的排列

有很强的规律性，由表可知，跳频码中含有一个空

闲时隙和一个空闲频率（同一小区用户的跳频码的

空闲频率相同），正是由于空闲时隙和空闲频率的

引入使得跳频码同时具有理想的自相关和极佳的

互相关性能。

本文研究了 序列的代数结构和

几何特性及其构造方法，利用 序列

的双周期特性，在水平方向和垂直方向对

序列进行循环移位，可获得含有一个间隙列

和一个间隙行的序列族。建立了利用循环移位法获

得 序列族的数学模型，详细讨论了

利用 序列族设计 系统跳频码

的方法。根据实际系统可能出现的最大多普勒频

移，利用循环移位法获得含有一个间隙列和一个间

隙行的序列族设计 系统的跳频码，跳频码具

有理想的自相关特性和最低的互相关性能。

姚建国，黄清 序列在多用户雷达系统中的应用研究 通

信学报，

（ ），男，安徽阜阳人，南京邮电大学副
教授，主要研究方向为通信网络理论与技术。

（ ），男，江苏南京人，东南大学教授、博士
生导师，主要研究方向为移动通信的理论与技术。

（ ），男，江苏镇江人，
南京邮电大学研究员，主要研究方向为移
动通信理论与关键技术。
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